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Diferensial operatorlar Ggln spektral analizin diiz va tars masalalori

Xulasa

Diferensial operatorlar Ugln spektral analiz diiz vo tors spektral mosalolori shato edir. Dlz
spektral mosalods operatorun spektri vo 6z funksiyalari tayin edilir, tors spektral masalodas isa verilmis
spektral molumatlardan istifads edarak operatorun qurulusu barpa olunur. Sturm-Liuvill operatorlar
spektral analizds miihiim rol oynayir va onlarin totbiglori kvant mexanikasi, optika vo mithandislikda
genis yayilmigdir. Tors spektral masalolorin halli tigtin Borg teoremi vo Gel’fand-Levitan-Marchenko
integral tonliyi kimi Usullar totbig olunur. Umumiyyatlo, spektral analiz riyaziyyatin funksional
analiz, kvant fizikas1 vo totbiqi riyaziyyat sahslorinds fundamental shomiyyat kasb edir.
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Direct and Inverse Problems of Spectral Analysis For Differential Operators

Abstract

Spectral analysis for differential operators covers direct and inverse spectral problems. In the
direct spectral problem, the spectrum and eigenfunctions of the operator are determined, while in the
inverse spectral problem, the structure of the operator is reconstructed using the given spectral data.
Sturm-Liouville operators play an important role in spectral analysis and their applications are
widespread in quantum mechanics, optics, and engineering. Methods such as Borg's theorem and the
Gel'fand-Levitan-Marchenko integral equation are used to solve inverse spectral problems. In
general, spectral analysis is of fundamental importance in the functional analysis, quantum physics,
and applied mathematics fields of mathematics.
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Giris
Spektral analiz riyaziyyatin funksional analiz vo diferensial tonliklor sahosinds mihim
istigamotlordon biridir. Bu analiz diferensial operatorlarin xassolarini 0yronmoys vo onlarin spektral
xarakteristikalarini tayin etmoyo imkan verir.
Diferensial operatorlarin spektral analizi riyazi fizika, kvant mexanikasi vo muhandislik
totbiglorindo miithiim yer tutur. Spektral analiz, operatorlarin spektrinin, 6zfunksiyalarinin vo onlarin
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xassolorinin arasdirilmasina yonalib. Bu proses iki asas masaloya bolln(r: diiz spektral masalo va tors
spektral masalo (Kato, 1995).

Tadqiqat

Dz spektral mosalo verilmis bir diferensial operatorun spektrinin (6zqiymatlorin) vo ona uygun
Ozfunksiyalarin tapilmasini nozords tutur. Bu, asagidaki osas addimlar1 ohato edir (Eckhardt,
Gesztesy, Teschl, 2013):

1. Spektral xarakteristikanin tayini — Diferensial operatorun spektrinin qurulusu arasdirilir.

2. Ozfunksiyalarin vo 6zgiymatlorin tapilmas1 — Operatorun spektral gostaricilorinin toyin olun-
mast {liglin sarhad sortlari nozars alinaraq uygun diferensial tonliklor hall edilir.

3. Spektral 6l¢l va ortogonal genislonmo — Tapilmis 6zfunksiyalar asasinda spektral genislonma
ifadalori qurulur.

Tors spektral masalo verilmis spektral molumatlara osason diferensial operatorun mioayyan
edilmasini hadoflayir. Burada asas moqsad spektral xarakteristikalara géra operatorun strukturunu
borpa etmokdir (Naimark, 2010).

Tars spektral masalalor asagidak: hallarda tatbiq edilir:

Spektral molumatlardan potensialin barpasi — Masalon, Sturm-Liuvill operatoru Uglin potensial
funksiyanin spektral xarakteristikalar vasitosilo mioayyan edilmasi.

Kvant mexanikasinda tors mosalolor — Kvant sistemlorinin enerji spektri vasitssilo potensialin
tayini (Simon, 1995).

Totbigi riyaziyyatda vo muhandislikds — Vibrasiya sistemlorinds Kiitlo va sartlik parametrlorinin
spektral molumatlar asasinda miioyyon edilmasi.

Dlz vo tors spektral masalolor diferensial operatorlarin Gyronilmasinds fundamental rola
malikdir. Duz spektral analiz operatorun spektral xassolorini tapmaga komok edirso, tors spektral
analiz iso bu xassolordan istifado edorok operatorun qurulusunu miioyyan etmoys imkan yaradir
(Titchmarsh, 1946).

Bu saho riyaziyyatin nazari va totbiqi aspektlorinds genis istifadeys malikdir va xlsusilo kvant
mexanikasi, optika, nazarat nazariyyasi kimi sahalorde mihiim shamiyyat kasb edir.

Riyazi olaraq, bu, asagidaki iimumi diferensial tonlik formasinda ifads olunur (Levitan, Sargsyan,
1975):

L y =\lambday

burada diferensial operator, funksiyasi operatorun 6zfunksiyasi, iso 6zgiymotdir.

Dz spektral masalonin asas komponentlori bunlardir (Albeverio, Hoegh-Krohn, 1993):

1.1. Spektrin tayini

Xususi hallar: Diferensial operatorun spektri diskret vo ya kasilmaz ola bilar.

Ozgiymot va 6zfunksiyalar: Sturm-Liuvill tipli operatorlar iigiin bu anlayislar miihiim rol oynayur.

Spektral 6l¢u vo spektral funksiyalar: Bu anlayiglar Hilbert fozasinda spektral nozariyyonin
osasini togkil edir (Marchenko, 1986).

1.2. Ortogonal genislonmo va Fourier tipli analiz

Spektral analiz, Fourier seriyalarina banzar sokildo funksiyalarin operatorun 6zfunksiyalari tizro
genislondirilmasina imkan yaradir. Sturm-Liuvill operatorlari ii¢iin geniglonmo asagidaki formada
olur (Freiling, 2009):

f(x) = \sum_{n=1}"{\infty} c_ny n(x)

burada operatorun 6zfunksiyalari, iso Fourier amsallarina oxsar sakilda tayin olunan genislonma
omsallaridir.

1.3. Sturm-Liuvill operatoru ticiin diiz spektral masalos

Sturm-Liuvill operatoru spektral analizds asas obyektlordon biridir vo asagidak: sokilda verilir
(Borg, 1946):

\left( p(x) y' \right)' + \left( g(x) + \lambda w(x) \right) y =0

bu operator G¢un:

Sorhad sortlori toyin olunur (Dirixle, Noyman vo s.); Ozgiymatlorin asimptotik davranisi
arasdirilir. Spektral funksiyalar hesablanir.
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Dz spektral masalalor fizikanin miixtslif sahalorinds, xususils kvant mexanikasinda Schrodinger
tonliyi G¢ln istifads olunur.

Tars spektral masalo verilmis spektral xarakteristikalara asason diferensial operatorun muoyyan
edilmasini hadaflayir. Yani, operatorun spektri malum oldugda, onun tors qurulmasi masalasi hall
edilir (Gelfand, Levitan, 1951).

2.1. Problem formulasiyasi

Ogor dlz spektral masalada operator malum olub spektr tapilirsa, tors spektral masalada aksina,
spektral malumatlar malum olur va operatorun 6zii boarpa edilir. Bu, imumiyyatls, asagidaki formada
togdim edilir (Babbitt, 1999):

L y =\lambda y, \quad \lambda \text{ vo } y(x) \text{ malumdur, } L \text{ tapilmalidir.}

Osas magsad operatorun potensial funksiyasini tapmaqdir.

2.2. Tors Sturm-Liuvill problemi

Sturm-Liuvill operatorlar1 {igiin tors spektral masalonin halli ¢ox vacibdir. Osas magsad verilmis
spektral xarakteristikalar (6zgiymsatlor vo normalizasiya amsallari) asasinda potensial funksiyani
muayyan etmakdir.

Borg teoremi: Bir ¢cox hallarda spektr operatoru tam barpa edir (Berezin, Shubin, 1991).

Gel’fand-Levitan-Marchenko integral tonliyi: Bu tonlik tors spektral masalonin halli Ggtin istifado
olunur.

2.3. Kvant mexanikasinda tatbiglor

Kvant mexanikasinda Schrodinger tonliyinin potensiali spektral malumatlardan istifads olunaraq
tapilir:

- \frac{d"2 \psi}{dx"2} + V(x) \psi = E \psi

Burada enerji saviyyalori (spektr) isa dalga funksiyasidir. Spektr molum olduqda, potensial barpa
edilo bilar.

2.4. Tars masalalorin riyazi shamiyyati

Tatbiqi riyaziyyatda: Vibrasiya vo dalga nazariyyasinds genis istifado olunur.

Tibbi tomografiyada: Tars spektral analiz tibb sahasinds, masalon, kompyuter tomoqrafiyasinda
istifado edilir (Reed, Simon, 1978).

Geofizikada: Yer qabiginin qurulusunu dyranmok tigtin spektral molumatlardan istifads edilir.

DUz va tars spektral masalalarin qarsihqh alagasi

Dz va tors spektral masalalor bir-biri ila six baglidir. Diiz spektral analiz operatorun spektrini vo
ozfunksiyalarini tapmaga komok edirso, tors spektral analiz iso bu xassolordon istifado edorok
operatorun qurulusunu miisyyan etmoys imkan yaradir. Asagidaki cadvalds onlarin asas farglori
gostarilir (Courant, Hilbert, 1989):

Noatica

Diferensial operatorlarin spektral analizi, hom diiz, ham da tors masalolorin arasdiriimasini ohato
edir vo riyaziyyatin miixtolif sahslorinds miihiim rol oynayir. Diz spektral masslodo magsad
operatorun spektrini vo uygun Ozfunksiyalar1 tapmaqdir, bu iso funksional analiz vo kvant
mexanikasinda vacib totbigloro malikdir. Tors spektral masalo iso verilmis spektral molumatlar
osasinda operatorun strukturu ilo bagli molumat alds etmays yonalir. Sturm-Liuvill tipli operatorlar
bu sahods asas niimunalardan biridir vo onlarin tohlili kvant mexanikasi1 vo digor fiziki saholorda
totbig olunur. Bu analizlor, homginin muhandislik vo tibbi riyaziyyat kimi saholords totbig olunan
problemlarin hollinds do istifads olunur. Umumiyyatlo, spektral analiz diferensial operatorlarin
xassalarini 8yronmak vo mixtalif tothigi sahalords operatorlarin barpasini toamin etmok (¢iin vacib
bir alstdir.
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